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12 CURVATURA
o Sia F una sottovarietà, di dimensione o~m~n, di uno spazio af
fine euclideo E, di dimensione n.
Sia c: IR -> F4 E una curva di classe k'e su E e a valori ln
F. Dunque, c puo essere vista come curva sia di E ,sia di F.
Indichiamo con A: ~ -> vTTE l'applicazione, detta "curvatura", da
e con
ç
A : IR -> V TTF
l'applicazione, detta "curvatura su F" data da
, • 2
A = r o dc.
Ricordando che è
L
vTTF ;f) (vTTr)
"posslamo scomporre A nel termine parallelo alla sottovarietà (A) e
nell 'altro termine ortogonale ad F (N o dc)
1.12.1. DEFINIZIONE
Dicesi CURVATURA relativa a c su F, l'applicazione
ç {) 2
A - r e dc: IR -> vTTF
•
1.12.2. Considerata la curvatura 2A = re dc: ffi -> vTTE, il seguente
•importante teorema fornisce una relazione tra A, A ed N e mostra che
la parte ortogonale di A non dipende effettivamente dalla derivata
seconda di c, ma solo dalla derivata prima.
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TEOREMA
E'
ù
A = A + N °dc .
~
D. E' "TTE = "TTF t!l ("TTF). Allora, vale la seguente relazione
ITf
o 2A = A + kod c.
Facciamo ora vedere che è
Sia
k o i c - Nodc.
1 m n
x = (x o ••• ,x , ... ,x ) un sistema di coordinate ortogonale ad F.
Allora, è
o c)
1(Nodc) {; i: x oNodc con 1 - m+ l , ... on .
Dunque, il seguente diagramma e commutativo
TTF
IR
dC'....
TF
/'
N •
Dunque, la curvatura A Sl scompone 1n due termini.
Il primo termine (A) dipende dalle derivate seconde (ic); il secondo
termine (Nodc) dipende in modo quadrati co dalle derivate prime (dc).
1.12.3. DEFINIZIONE
Di ces i GEODET ICti di F una curva ~k
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c:IR~F'-+E
tale
, , 2
A-rodc=o
•
1.12.4. Caratterizziamo ora una geodetica di F.
PROPOSIZIONE Sia c: IR ~ F<-+ E una curva -e k su E a valori in F.
Le seguenti condizioni sono eauivalenti.
a) c è una geodeti ca di F.
c
b) c è una soluzione di x ,
o
•OSSla e
,
-
X
o
o dc 2- dc.
D. a) ~ b). Segue immediatamente dall 'espressione 1n coordinate di
X e c.
o
b) =9 a). E'
•
- oo (X o dc) =
o
2 o
d c = r
.,
, -(r o X ) o dc
./'Ii-, Q.o .
1.12.5. Il seguente corollario fornisce il significato geometrico di ~.
,
r o
COROLLARIO
Se c: IR ~ F<-+ E è una geodetica di F allora
A : r o 2d c = N o dc •
Dunque, N m1sura di quanto le geodetiche di F Sl discostano dal1 'es
sere geodetiche di E (rette).
1.12.6. COROLLARIO
Le seguenti condizioni sono equivalenti.
a) N
b) F
= O,
è un sottospazio affi ne
